LINEARE ALGEBRA

Teil 1

Lineare Gleichungew loserv

(1) Eine Gleichung mit 2 oder 3 Unbekaymten

(2) Zwei Gleichungenw mit 3 Unlreirnntesv

(3) 4 Unbekannte inv 1/2/3,Gleichunger

L 4

24 Musterbeispiele, 38 Au@ mit Musterlésungen

L
\ atei Nr. 61 011
.*.

&Z Stand 3. Juli 2022

/4

O

@ Friedrich W. Buckel

O

Q

INTERNETBIBLIOTHEK FUR SCHULMATHEMATIK
UND STUDIUM

https://mathe-cd.de




61011 Gleichungssysteme mit mehr Unbekannten als Gleichungen 2

Vorwort

Zu Beginn wird als Grundlage fiir das Ldsen der Gleichungen das Rechnen mit Vektoren

(Zahlenpaaren oder Tripeln) behandelt. Dazu gehéren auch Linearkombinationen.

In diesem Text geht es um Gleichungen bzw. Gleichungssysteme mit mehr Unbekannten

als Gleichungen. Zur Lésung wird das Eliminationsverfahren verwendet.
Die L6sung mit dem GauB-Algorithmus wird im Text 62011 gezeigt.

Gleichungssysteme mit gleich vielen Gleichungen wie Unbekannten werden inf 1Tex1 61013
behandelt. Dort werden dann Determinanten verwendet oder im Text 62011 mit dem Gauld-
Algorithmus.
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1 Vorkenntnisse

1.1 Linearkombinationen von Paaren und Tripeln

Das Losen von linearen Gleichungen und Gleichungssystemen lernt man bereits in den Klassenstufen
6 bis 9. In vorliegendem Text wird dies auf hherem Niveau der Oberstufe behandelt.

Wenn eine Gleichung 2 oder mehr Unbekannte hat, oder ein Gleichungssystem mehr Unbekanr als
Gleichungen, dann gibt es meistens unendlich viele Lésungen. Die Losungsmenge hat daiirizogar
eine Struktur. Anders gesagt: Man kann eine Formel angeben, nach der sich diese unendlicii vielen

Lésungen berechnen lassen.

Um dies mathematisch gut darstellen zu kdnnen bendtigt man allerdings Vektorer:. bas sind Paare,

Tripel usw. die man nach bestimmten Regeln addieren kann, und zu denen {xs’aiich Vielfache gibt.

Das Rechnen mit Losungsvektoren wird in diesem Text nicht von Grur.d'e auf gezeigt.

Das geschieht auf Schulniveau im Text 61001 auf den etwa ersten 20 S eiten.

Was man dabei sehr oft benétigt, ist das Zerlegen eines Paar&a oder Tripels in eine

Linearkombination.
Beispiele
(1)  Aus diesen zwei Spaltenvektoren a = (21 Sailb = (_25j kann man diese Vielfachen bilden
5 5r -5
() e <(Z)

Linearkombination: X =i-3+s-b=r 5 +s —5)_[2r-5s .
1 2 r+2s

_Bg)
( 2§S |o. Wonn man Vielfache addiert, bildet man eine so genannte

Diese Berechnung karin.inan umkehren und die Linearkombination zerlegen:

() () ()

(2)  Nun eine galcha’Zerlegung mit Tripeln:

2+3r-s 2 3r -s 2 3 -1
2r+5s |=| 0 |+|2r|+|5s|=| 0 |[+r-|2]|+s-
-1+r+s -1 r s -1 1 1
4 4 0 0 4 0 0

(3) Oder: r{=|0|+{r|+| 0 |=|0|+r-{1]|+s-|0
2s 0 0 2s 0 0 2

Anfanger sollten zuerst so zerlegen, dass die Parameter getrennt sind (also zuerst das Tripel ohne
rund s, dann das Tripel mit dem Parameter r und dann das mit dem Parameter s.

Dann klammert man den Parameter aus dem Tripel mit r aus und analog bei s.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Gleichungen mit 1 Unbekannten

4 N
Einfiihrungsbeispiel (1): 2x +5 =11 |-5 (1)
Zuerst das Ubliche Lésungsverfahren: 2x=11-5 | addieren (2)
2x =6 | 2 (3)
x=3 Endgleichung (4)
Lésungsmenge: L= {3} )

Bei diesem Verfahren wird die gegebene Gleichung durch Aquivalenzumformunoa in immer

einfachere Gleichungen umgeformt (die alle dieselbe L6sungsmenge haben),*!s eine so

einfache Gleichung tibrigbleibt, der man die L6sung direkt ansieht:

Erklarung: In Gleichung (1) subtrahiert man auf beiden'Seiwan 5
Gleichung (2) hat dann alle reinen zahlen ferats.
Diese kann man addieren, ergibt Gleicliung ()
Nun dividiert man durch den Faktor ¢or xpalso durch 2.

Das ergibt die Endgleichung (4). “Dortyerkennt man, dass x gleich 4 ist.

Diese Gleichung kann man als Aufgabe so formulieien:

Welche Zahl muss man flr x in den Term 2x+&.einsetzen, damit man den Wert 11 erhalt?

Abgesehen von Lésungsverfahren zur Berechnuny der Lésungszahl, kann man auch durch Probieren
versuchen herauszufinden, ob eine Zatii ¢'ie gesuchte Lésung ist. Dazu setzt man sie in die Gleichung
ein und Uberprift, ob dadurch eine w2are, Aussage entsteht. Man nennt dies ,die Probe machen®.

Wenn ja, haben wir eine Lésungezahl verwendet. Entsteht eine falsche Aussage, dann eben nicht.
Merke: Eine L6sungsz~hl e ner Gleichung erzeugt durch Einsetzen eine wahre Aussage.

Zu jeder Gleichung genodrucine Grundmenge, die angibt, welche Zahlen eingesetzt werden dirfen.

In der Regel ist es (auf fOberstufenniveau) die Menge R der reellen Zahlen.

Einige Einsetzufigun seien gezeigt:
x = 2argibt 2.3+5=11 also die wahre Aussage 11 =11.

x =1 ergibt 2.14+5=11 also die falsche Aussage 7 =11.
Da 3 dieveinzige Lésungszahl dieser Gleichung ist, schreibt man sie in die Losungsmenge: L = {3}

Information

Aquivalenzumformungen (welche die Lésungsmenge nicht verandern) sind Addition oder Subtraktion
eines linearen Terms, Multiplikation oder Division mit einer Zahl ungleich 0.
Verboten ist die Multiplikation oder Division mit einen Term, der Null werden kann.
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2 1 Gleichung mit 2 Unbekannten
Einfliihrungsbeispiel (2): Bitte lesen!

Diese Gleichung kann man als Aufgabe so formulieren: Fir welche Zahlen ist die Summe aus dem

Dreifachen der ersten und dem Zweifachen der zweiten Zahl genau 107?

Es ist sofort klar, dass eine Lésung aus zwei Zahlen bestehen muss, eine fir x und die ander furly.

Diese Zahlen darf man auch nicht vertauschen. Diese beiden Zahlen bilden somit ein gecrdnutes
Zahlenpaar. Wir setzen einige beliebige Zahlenpaare ein und wollen so herausfinden»ab sie zur
Lésungsmenge gehdren:

(212) ergibt 6+4=10 wahre Aussage.
(314) ergibt 9+8=10: falsche Aussage
(015) ergibt 0+10=10 wahre Aussage.
(-6114) ergibt ~18+28 =10 wahrg Aussage.

Man kann unendlich viele Lésungspaare finden. Sie alle gehoran in die Lésungsmenge:
L={(212);(-6114);(0]5).;... }

Eine Lésungsmenge einer Gleichung mit zwei Urisatannten

lasst sich geometrisch als Gerade darstellen,

Dazu I6st man die Gleichung nach y auf: y.=—<x+5 .

Dies nennt man dann eine Geradenaieichuny,

MERKE:

Diese Gerade ist die geoinetiische Darstellung der Losungsmenge der Gleichung.

Zwei Losungspaare dayon hdctel wir oben ausgerechnet. Das dritte passt wegen seiner Koordinaten

nicht mehr in das SchaubilasDas Paar (3]4) wird durch den Punkt B dargestellt. B liegt nicht auf der

Geraden, denn diesesiZahlenpaar gehort nicht zur Lésungsmenge der Gleichung.

Zu jeder Gleignuing gehort eine Grundmenge, die uns sagt, aus welcher Menge die einzusetzenden

Zahlen geriornmen werden durfen. Da wir hier zum Einsetzen Zahlenpaare bendétigen, ist die

Gruridmeige die Menge aller reellen Zahlenpaare G = R?.

Dies wird in der Regel vorausgesetzt und daher meistens nicht angegeben.

Die oben angegebene Losungsmenge niltzt nicht sehr viel, denn sie enthalt gerade man drei
Lésungspaare. Ich zeige jetzt, wie man firr diese Losungspaare eine Berechnungsformel bilden kann.

Dann kann man schnell weitere Paare berechnen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Es geht um die Gleichung [3x+2y =10|.

Diese kann man z.B. nach y umstellen: y = f%x +5
Dann kann man zu jedem x den passenden y-Wert fir das Lésungspaar berechnen:

Zu x=8  erhalt man y:—%~+5 = -3-4+5=-7 = X;=(8|-7) oder f(1:(_237)'

klrzen
Man schreibt das Lésungspaar entweder als Zeile oder als Spalte auf, je nach Aufgabe.

Das hat mit der Berechnung nichts zu tun. Wenn man Punkte berechnet, dann ist (8| -7)

die Koordinatendarstellung. Geht es um die Berechnung von Vektoren, verwendet nfanin der Regel

die Spaltenschreibweise x; = (_87j z. B. in der Geometrie.

Noch eine Berechnung;

Zux=-3 erhdltman y=-3.[-3[+5 - 3+5=19 = )_(1:(“_,)) oder ;(12(_87)

} 2
kirzen

Nun erstellen wir die erwahnte Berechnungsformel.

Dazu wahlt man keine bestimmte reelle Zahl sondern eing bzliebige und schreibt:

;
Wahle x =r mitr e R. Dann folgt: y=—%~+’5 = i1=(r|—%r+5) bzw. )—(:(—3”5]
2

Der Leser kann einwenden, dass das doch im Grnde dasselbe ist wie wenn man gleich far

x eine Zahl nimmt. Das ist richtig. Aberin Gar Vektorform kann man das Lésungspaar zerlegen:
- r 0 r,9 - (0 1
X = [gr+5] = (SJJ{}J oder besser noch: X =(5j+r-[_%J

Das ist in Vektorschreibweise da.: aligemeine Losungspaar.

Nun folgt fiir Anfanger e‘wasiVe!oliffendes: Man kann dieses Losungspaar deutlich

vereinfachen, indem man ¢ia2 Wahl von x glinstiger gestaltet,

Man erkennidocn in der nach y umgestellten Gleichung am Bruch % , dass man durch

2 dividiGren,muss. Also wahlt man fur x nicht r sondern 2r. Was bringt das???

Wakie x =.2r mitr e R. Dann folgt: y:—%-+5 = X;=(2r|-3r+5) bzw. R:(_3fr+5j

Zerlegt man diesen Vektor noch, erhalt man: X = (gj +r- (_23)

Damit kann man die Lésungsmenge in dieser Form schreiben:

e

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Nun stellt sich die berechtigte Frage, warum man einmal x = r wahlen kann, und dann aber auch
X =2r usw.

Das ist ganz einfach zu erklaren:

Nehmen wir an, ich moéchte x =8 verwenden.

1
Im Falle x =r ist r =38 und man erhalt dieses Losungspaar: X = [g)+[ J =( 8 J

Im Falle x = 2r ist r = 4 und man erhalt dieses LOsungspaar: X = (Oj +4-( g =( e ) .

Man erkennt, dass man dasselbe Lésungspaar erhalt.

Der Vorteil ist eben, dass die Losungsformel einfacher wird.

(Noch ein Ausblick: Wir wissen, dass die Gleichung eine Gerade darstellt. A!s0 Jlaben wir

durch diese Umrechnung in X = (gJ-F r-(_ZSJ eine vektorielle Gerader{ileichung erstellt.

Darauf gehe ich jetzt aber nicht weiter ein.

Beispiel 3 Ich stelle die Gleighurnig um: y =5-2x und berechne Lésungen:

z.B.: Wihle x = 4: folgt y=5-2.4=5-8=-3, (4]-3)eL
Wahle x = 1 folat y=5-2=3, (113)eL
Wahle x = -7 falgt y=5+14=19, (-7119)eL

Bisher wissen wir also  L.=£(4]-3);(1]3);(-7[19);... }

Vektorielle Bereclinyung des allgemeinen Losungspaar:

. - r -~ (0 1
Wahlex =r ¢ R folgt y=5-2.r, X_(S—ZrJ bzw. x_(5j+r-(_2j }

. e (o), (1
Losuaasinenge: ]L—{x—(5j+r (_ZjlreR}

Nun folgen vier Gleichungen, deren Musterlosung ich so

aufschreibe, wie man sie im Heft darstellen kann (solite).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 4

Hier ist es glnstiger, die Gleichung nach x umzustellen, um Briiche zu vermeiden:

/ Umstellen nach x: x=5+5y

Wahle y=r, reR
folgt: x=5+5r

|
Allgemeiner Losungsvektor: X = (5 TSr) I
Lésungsmenge: L= {(5 ’:Sr) [re R}

K Oder zerlegt: L= {(g) + r(?) Ire R}

Grafische Darstellung:

Um das Schaubild der Losungsmenge zu zeichnen, muss givan=atirlich die Gleichung

nach y umstellen: 5y =x-5 | :5 ¥

y :%X_1 ] : i ./T
2 -1 0 ’/1’/‘2/_,3/5 5
Die Gerade hat die Steigung m =% und den

y-Achsenabschnitt n = -1. -2

Beispiel 5 4x+ 5y =20

Auflésen z. B. nach y: 5y=20-4x = y=4 f%x

Ungunstig ist: Wahie x=r;rcR = y=4 —%r:

Lésungsmenge: L= ' |reR ~1° +r ! |reR (1)
' 4—2r 4 —2r '

Es gibt eine Mdéglicakei., zumindest die Briiche zu vermeiden, die in dem zu r gehdrenden Vektor

stehen. Wenp=2aneine freie Wahl hat, kann man diese auch so nutzen, dass man fir x statt r
eine ,Zahl‘swAnit, die bei y den Bruch wegfallen Iasst. Dazu muss der Faktor 5 ins Spiel kommen.

Wahltiman /= 5r , wird der Lésungsvektor bruchfrei, wie man sieht:

Wahle x=;reR = y:4—%~:4—4r.

o A S R B A

Die Losungsmenge ist in beiden Verfahren dieselbe.

Sie wird jetzt lediglich durch eine einfachere Bildungsvorschrift angegeben.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 6 4x, - X, =3| mit G=R>.

Umstellen nach x;: X, =4x, -3 CAS-L6sung:
[ % Edit Aktion Interaktiv

Wahle X =r; reR \ T T ] O g X
ok

ergibt: X, =4r-3 dx—=3 =
T=r
Lx=r,w=dr-30

Aligemeiner Losungsvektor: X = (r|4r-3) ¢4

anoamass oy e (9) (e

Beispiel 7 3x, +2x, =6

Hier werden zwei Moglichkeiten zur Bestimmung der Lé6sungsme >ge gezeigt.

(1)  Umstellen nach xq: X, =2-2x, ~ Edit Aktion Interaktiv |
. =] T ] e il I EX
Wahlt man X, =r; reR =
{ Sxt2y=i -
erhalt man durch Einsetzen: X, =2 —%r #=r Had
{x= [ 2eF-E] ’ y=r_}
Der allgemeine Losungsvektor enthalt jetzt €.tva' Bruch: 3
expandians)
) { Sxt2y=i
5 Nar - =3 Aot
Wahlt man aber Xpuel3r|; relR [3meme 42, =T r}
1|
dann folgt: %, :2—%: —-2r
und der Term fir den Lésungsvektor wird bruchfrei: L
o o_or B > e 2 Algeb [ezimal FReal Bog gl
L3 )0 3
. ) 2 2
Lésungsrnenga: L= +r. |[reR
0 3 7 Edit Aktion Interaktiv
N S T ] A i I EX
Sxt2y=i =
(2) Uiistelien nach x, x, =3-3x, x=r -
Wahle gunstig: X;=[2r]; reR 2
expandiansl
_3- ¥
A=y W= +3}
ergibt bruchfrei: X,=3-3.|2r|=3-3r { <
9 2 bl B+ Zy=6
x=2r way
. . . o r _ 0 . 2 {x=Pepap=—3a+3}
Allgemeiner Losungsvektor: X = (3 - 3r) = £3j +r [—3} 0 '
. . 0 2
Lésungsmenge: L= 3 +r- 3 [reR |
-
Alaeb Dezimal FReal Bog gm

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Bestimme die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen.

Trainingsaufgabe 1

Die Grundmenge sei stets G = R?:

4x+y=8
5x+2y=8
2X,+5x, =13
3X,+2x, =0

b)

d)

X+3y=12
7x -5y =21
—8x,+9x, =1

4x,+0x, =5

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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3 Drei Unbekannte in einer Gleichung
Die allgemeine Form ist a, X, +a,X, +a;X; =a,| oder \ax +by+cz=d
Einflihrungsbeispiel (8): 2x -3y +z =8|
Durch Einsetzen kann man Uberprifen, ob ein Zahlentripel Lésung der Gleichung ist. Beispiel:
(411]3) fihrt zur wahren Aussage 2:.4-3.1+3=8, alsoist (4]1]3)ek,.
(51-2|-8) fiihrt zur wahren Aussage 10+6-8=8, alsoist (5|~2|-8)«l.
(1111 2) fihrt zur falschen Aussage 2-3+2=8, alsoist (1117212 L. Usw.

Berechnung einzelner Losungstripel dieser Gleickiung

Die Gleichung enthalt drei Variable. Gibt man zwei davon beliebig vor,“<ar.n man die dritte

berechnen. Zuerst stellt man nach der zu berechnenden Unbekaniten um:

Beispiele: 2x-3y+z=8 folgt: |z=8-2x+3y

Wahle x=7 und y=1, dannfolgt z=8-14+3=-3 un¢, (7|1]-3)eL

Wahle x=1 und y=0, dannfolgt z=8-2+0=6 “und (1]0|6)eL usw.

Vektorielle Methode zur Erfassung Qei=jesamten Losungsmenge:

Man geht genauso vor, wie soeben gezeigt.aundass die frei gewahlten Zahlen beliebig sein

sollten. Man nimmt dafiir sogenannte Parciwster wie r, s oder t.

1. Méglichkeit: Aus 2x -3y +z =8 folgt: z=8-2x+3y

Wahle x=reR und ) =s e}, folgt: z=8-2r+3s.
. r
So entsteht das Lésungstripel X = s =
8-2r+3s

8 -2
2. Moglichiaie Aus 2x -3y +z =28 folgt: y=%x++z-%
Vidhle x=reR und z=seR, folgt: y=2r+ts-%

0
0
8

0 1 0
Die Menge allei" Logyingstripel ist die Lésungsmenge: L = {[OJ +r [ 0 |+s- (1

3

2)-(
o

M.an erkennt, dass Briiche entstehen, also ist dieser Lésungsweg unglnstig.

r 0 1 0
So entsteht das Lésungstripel x=|2r+3s-3|=( -3 |+r |2 |+s| 2]
S 0 0 1
3. Méglichkeit: Aus 2x-3y+z=8 folgt 2x=8+3y-z = x=4+3y-1z
Waéhle y=reR und z=seR, folgt: x=4+2r-=s

auch dieser Weg flhrt zu Briichen ...

Friedrich Buckel
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Beispiel 9 4)(1 + 2X2 _ 5X3 =18 ¥ Edit Aktion Interaktiv i
S O ] P
Umstellen z. B. nach xy: X, =9 - 2%, + 23X, {i::zy_ﬁz:m
. . . . . e == Tataz
Hier kann man Brliche vermeiden, indem man die flr x3 Cxmr, yom e ran 4D, 2220 s}
gewahlte Zahl in der Form 2s darstellt. Das sieht dann so aus:
Waéhle X, =rx,=relR
und X; =28, seR
dann folgt: X, =9-2r+3-2s=9-2r+5s
r 0 1 ) /0
Lésungsmenge: L=<9-2r+5s||rseRy=4|9|+s| -2]45|5]| rscR
2s 0 'Y, 2
. . 4 o\l » *Micht gespeicherte w n
Beispiel 10 2x+y—52:12‘ H ) Z—— =
lve ‘lx=r ,{XJ".Z}
Hier ist es glnstig, die Gleichung nach y aufzulésen: ‘ k =

x=rand y=-2-r+5-s+12 and z=s

Denn so entsteht kein Bruch:  y=12-2x+5z \

Jetzt wahlen wir flr x eine beliebige reelle Zahl r«und 1ur z ein beliebiges s:

Wahle x=reR
und z=selR
ergibt: y=12-2r:5s.
r 0 1 0
Allgemeiner Lésungsvektor: %=112-2r+5s |=|12 |+r| -2 |+s| 5
L S 0 0 1
0 1 0
Lésungsmenge: L=<{12|+r|-2|+s|5]|]|rseR
0 0 1

Bemerkung:

Wir sehen, dacs sich die freie Wahl von 2 Variablen so auswirkt, dass der Losungsvektor diese zwei

0
Vari<olenials Parameter enthalt. Er besteht jetzt aus einem absoluten Vektor (1 2] plus einer
0
1 0
beliebigen Linearkombination der Vektoren u=|-2| und v=|5 |.
0 1

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 11 2x +3y +4z =12 WICHTIGES Beispiel!

Ich zeige nun die Schreibweise, wenn man die Vektoren als Zeilen schreibt. Der Weg ist gleich!

Ich zeige drei verschiedene Ldsungswege. Dies ist wichtig,

[ Edit Aktion Interaktiv

damit man einmal sieht, welche Konsequenz es hat, wenn man Y T ] e e P
jedes Mal eine andere freie Wahl durchfiihrt: {Exf?*“z:i? =
W=2r
===
1. Auflésen nach x: x=6-3y-2z ISl A, St
Zotdwtdz=12
Wahle y=2r, reR x=3r
z=3= PUTTI
und z=seR, { =3 ryw=—T0r-Nuad+d, z=3. 2]
ergibt: X=6-3r-2s F:gfwﬂ*z:l" l
. =4
Allgemeiner Lésungsvektor: X = (6 - 3r — 2s|2r|s) ! fx A e R
N
x =(6]0]0)+(=3r|2r|0r) +(-2s[ds|s)
Lésungsmenge: L ={(6/0]0)+r(-3]2]|0)xs(-2(0]1) | r,s € R}|
2. Auflosen nach y: y=4-2x-1z
Wahle Xx=3r, reR unc. ™= )=3s, seR,
ergibt: y=4-2r—4{
Aligemeiner Losungsvektor: X = (3r|4gear — 4s]3s)
X=(9]4/0)+r(3]-2]0)+s(0]-4|3)
Lésungsmenge: 1 £(01410) +7(3]-2/0) +s(0]-4]3) | r.s e R}
3.  Auflésen nach z: z=3-1x-3y
Wabhle x=2r,reR und y=4s, seR
ergiou z=3-r-3s

Die L&sungsmengen im Uberblick:

Allgemeiner Losusigsvektor:

Lospmasinenge:

X =(2r|4s|3-r-3s)

x =(0]0]3) +(2r|0r|-r)+(0s|4s|-3s)

L ={(0]0|3)+r(2]0|-1)+s(0]4]-3) | r,s € R}

L

{(6]010)+r(-3]2|0) +s(-2]0[1) | r,s € R}
L ={(0]4]0)+r(3]-2|0)+s(0]|-4|3) | r,s € R}

L ={(0]0|3)+r(2/0|-1)+s(0]4|-3) | r,s € R}

Es qgibt also verschiedene Darstellungsformen derselben Ldsungsmenge gibt.

Wie diese zusammenhangen, kann erst spater geklart werden.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Beispiel 12 3x, —5x, —6x, =12

Auflésen nach x; vermeidet die meisten Briche: x, =4 + %xz +2X,

Wahle X2 = 3ra reR 11 ]» *Nicht gespeicherte w 451l E3
3 3x-5y-62=12 A
und X3 =8¢ R solve”y=3-r ,{x,y,z})

ergibt X, =4+05r+2s

x=57+2-s+4and y=37 apu =5

Allgemeiner Losungsvektor in Spaltenform:

4+5r+2s) (4) (5r) (2s) (4 5Y |2
X = 3r =|0|+|3r|+|0s|=|0|+r|{&3|+s]0
s 0 Or s 0 Uy L1
4 5 2
Lésungsmenge: L=<5/0]|+r|3|+s|0 I',SER}
0 0 1 y

Beispiel 13 2x-y+2z=0| < y®»ir+2z

Das Absolutglied ist 0, man nennt diese Gleichwag aaher eine lineare homogene Gleichung.

Wahle x=relR
1.1 *Nicht gespeicherte w u
und z=s&R 20c-p+2:2=0 &
solve| x=r . x,y,z}
. ! N z=5
ergibt: y=zi42°

x=r and y=2-(r+s] and z=s

Allgemeiner Losungsvektcr irnSoaltenform

r r Os 1 0

X=|2r+2s |=|2r |+|2s |=r| 2 |+s| 2

s Or s 0 1

1 0 1 0

Lésungsraerige: L=<rl2]|+s|2 rnrseRpyp=|(|2];|2
0 1 0 1

Acritung: Weil der absolute Losungsvektor fehlt, besteht die Lésungsmenge nur noch aus
2aritlichen Linearkombinationen zweier Vektoren, man nennt diese Menge aller mdglichen

Linearkombinationen ihre lineare Hille.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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METHODE

Die Losungsmenge einer Gleichung mit 3 Unbekannten erhalt man so:

1. Man stellt die Gleichung nach einer Unbekannten um.

2. Dann wahlt man fur die anderen (rechts stehenden) Unbekannten je €inz
beliebige reelle Zahl r oder s bzw. ein geeignetes Vielfaches davor, ‘veiin
man damit Briche vermeiden kann.

3. Dann schreibt man den allgemeinen Losungsvektor an.

4, Eventuell zerlegt man ihn in eine Linearkombination (das miss nicht
unbedingt sein). Dann hat die Lésungsmenge hat die Forn

L={a+ri+sv|rseR},

Hinweis:

Wenn die Gleichung homogen war, also keir=Absolutglied hatte,
dann fehlt der Vektor a und die Lésungsmenge besteht nur noch
aus allen Linearkombinationen der ,Basisveiktoren“ u und Vv:

L ={ri+sV| KR}

L heilt in dieser Form die lineare Huiie der Vektoren u und v.

Dafiir schreibt man auch L = [u : } )

Dies findet in der Schuleswenig Verwendung.

Trainingsaufgabe 2

Lose diese Gleichungen zuurst nach x auf, bestimme dann die Lésungsmenge:

a)

X+2y—2z=1¢ b) 2x+5y-3z=8¢) Ix+3y-z=-4

Lose diese Givichungen nach y auf und bestimme die Ldsungsmenge:

d)

N-y+2z=8 e) 4x+2y-10z=5 f) —x+3y+7z=20

Rechne nach eigener Wahl, schreibe den Lésungsvektor als Spaltenvektor.

g9)

i)

3x+y-10z=5 hy  2X,+3X, —X; =12

4x, +3x, —2X, =12 ) 5x-z=3

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de





